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　　摘　要 :　本文介绍了一种新型伪随机序列 - 相控序列 ,相控序列具有线性复杂度很大 ,相关性好 ,序列平衡的优

点.本文提出了对相控序列的改进 ,使用级连 GMW序列代替原始定义中生成相控序列所需的 GMW序列 ,并证明了这

种改进的可行性.改进后的相控序列的线性复杂度进一步增大 ,族数增多但相关性和平衡性不变.
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Abstract :　A new pseudo2random sequence - Phase Controlled ( PC) sequence was introduced. The PC sequences have many

good properties ,i . e. very large linear span ,good period cross/ autocorrelation functions ,and all sequences are balanced. Also we pro2
pose the method ,by replacing the GMW sequence required in constructing PC sequence with the cascaded GMW sequences ,thus can

improve the properties of the PC sequence. The availability of this method is verified. The improved PC sequences have larger linear

span than before ,with the same properties of period cross/ autocorrelation functions and balance as before.
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1　引言

　　扩频通信系统中 ,扩频序列的设计是其核心内容之一.对

于扩频序列 ,线性复杂度、平衡性和每一族序列个数是其性能

的重要衡量指标.序列的线性复杂度用于满足通信的安全特

性 ,序列的平衡性用于防止载波泄漏及抗干扰 ,每一族序列个

数用于满足多址的要求.常用的扩频序列有 m序列 [1 ] , Gold

序列[2 ] ,GMW序列[3 ] ,级连 GMW序列[4 ] , Kasami 序列[5 ] ,Bent

序列[6 ] , No 序列[7 ] ,以及相控序列 ( PC , Phase Controlled Se2
quence) [8 ] . m序列和 GMW序列 ,级连 GMW序列具有最优的

自相关性质 ,GMW序列和级连 GMW序列线性复杂度和个数

比相同长度的 m序列大得多. Gold序列、Bent 序列、Kasami 序

列、No序列有良好的互相关特性 ,其中长为 22 n + 1 - 1的 Gold

序列 ,Bent序列、Kasami 序列 (Small Set)、No 序列有最优的互

相关特性.但 Kasami序列、No序列有序列不平衡的缺点 , Gold

序列仅部分平衡 ; Gold序列和 Kasami 序列的线性复杂度较

小. Bent序列都是平衡的 ,且线性复杂度可以达到较大 ,一族

内序列数也较多 ,是很好的一种伪随机序列.

自 Gong Guang提出相控序列[8 ]的构造方法后 ,国内似乎

对其知之不多 ,一般很少提及.但有部分学者对相控序列作了

大量研究[9～11 ]实现了快速生成.由于相控序列有许多优良性

质 ,值得进一步研究.长为 (2 n - 1) 2的相控序列线性复杂度不

小于 n2 n ,互相关和异相自相关为五值{1 ,1±2 n ,1±2 n + 1} ,一

族序列有 (2 n - 1)个 ,且每个序列都是平衡的[8 ,9 ] .与 Bent 序

列相比 ,仅相关特性较差 ,但相近长度的相控序列线性复杂度

比Bent序列要大得多[8 ] .本文提出了对相控序列的改进 ,采

用级连 GMW序列来构造相控序列.改进后的相控序列线性

复杂度和族数 (注意 ,不是每一族序列数)有很大提高 ,而其优

良平衡性和良好相关性没有改变.文献 [10 ]中提出的相控序

列改进仅是本文的一个特例.

2　相控序列的定义

　　相控序列 Z = z ( k)可定义为

Z = z ( k) = u ( k) + b ( k) = Trn
2 (αi + e

j) + TrJ
2{ ( TrJ K

J (θβk) ) I}

k = im + j , m = 2 n - 1 , m > i≥0 , m > j≥0 (1)

其中 Tr (·)为迹函数 , Trn
2 为 Tr2

n

2 (·)的简写 ; TrJ K
J 为 Tr2

J K

2
J (·)

简写 ,下同 ;α、β为域 GF(2 n)上本原元 ,θ为域 GF(2 n)上非零
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元素 ,改变θ即得同族 ,但移位不等价的另一相控序列 , J , K

为正整数 , J K = n , J ≠1 , K≠1 ,0 < I < 2J - 1 , gcd ( I ,2J - 1) =

1 ; b = b ( k)为 GMW序列 , u ( k)为一截短的 GMW序列[8 ] , ej

为 u ( k)的移位数列[8 ] .

周期为 (2 n - 1) 2 的相控序列性质有 : (1)序列都是平衡

的 ; (2)序列的线性复杂度不小于 n2 n ; (3)互相关和异相自相

关为五值{ 1 ,1±2 n ,1±2 n + 1} ; (4)一族序列有 (2 n - 1)个.

3　对相控序列的改进

　　生成相控序列的 u ( k)是由 GMW序列截短而得 , b ( k)为

GMW序列 ,它们都与 GMW序列有关.对相控序列的改进在于

使用级连 GMW序列 ,代替 u ( k)和 b( k)中所使用 GMW序列.

表 1　改进后的相控序列的性能指标

序列长度
线性复杂度的界 族数

改进后 改进前 改进后 改进前

3969 [384 ,768 ] [384 ,390 ] 20736 10368

65025 [2048 ,8192 ] [2048 ,2072 ] 2097152 1048576

261121 [4608 ,13824 ] [4608 ,4626 ] 74317824 37158912

1046529 [10240 ,81920 ] [10240 ,10310 ] 3110400000 518400000

16769025 [49152 ,884736 ] [49152 ,49332 ] 82556485632 3439853568

　　改进后的相控序列 Z = u′( k) + b′( k)为

z ( k) = u′( k) + b′( k)

= TrJ
12 { Tr

J2
J

1
( ⋯( Trn

J
N - 1

(αi + e
j) )

r
N - 1 ⋯) r

1}

　+ TrK
12 { TrK

2K
1

( ⋯( Trn
K

N - 1
(θαk) ) s

N - 1 ⋯) s
1} (2)

式中 : n、J t 和 Kt 为正整数 ,且满足 JN - 1 | n , KN - 1 | n , J t - 1 | J t ,

Kt - 1| Kt ,1 Φ rt < 2J
t - 1 ,gcd ( ri ,2J

t - 1) = 1 ,1 Φ st < 2 K
t - 1 , gcd

( st ,2 K
t - 1) = 1.α∈GF(2 n) ,β∈GF(2 n) ,θ∈GF(2 n) ,且α和

β为域 GF(2 n)上本原元 ,θ不为 0. k = im + j , m = 2 n
- 1 , m > i

≥0 ,0≤j < m ,序列 z ( k)的长为 (2 n - 1) 2 .

将 u ( k)排成 2 n - 1行 2 n - 1列的阵列 ,则每一列都为一

长为 2 n - 1的级连 GMW序列

c ( i) = TrJ
12 { TrJ

2J
1

( ⋯( Trn
J

N - 1
(αi) )

r
N - 1 ⋯) r

1} ,0≤i < 2 n - 1

(3)

c ( i)在计算相控序列的线性复杂度时要用到.

改进后的长为 (2 n - 1) 2 的相控序列线性复杂度为 LS ( u

( k) ) + LS ( b′( k) ) = (2 n - 1) LS ( c ( i) ) + LS ( b′( k) ) .改进后

的相控序列的平衡性和相关性不变 ,一族内的序列数目不变 ,

但族数大大增多.部分长度的相控序列改进前后的性能比较

见表 1.下面给出改进后相控序列各项性能的证明.

311　序列平衡性的证明

u′( k)的每一列为一长为 2 n - 1的级连 GMW序列 ,其中

有 2 n - 1 - 1个 0和 2 n - 1个 1.又 b′( k)为长为 2 n - 1 的级连

GMW序列 ,在一个周期内有 2 n - 1 - 1个 0和 2 n - 1个 1.所以在

相控序列 z ( k)中 1的个数为 (2 n - 1 - 1) ×(2 n - 1) + (2 n - 1) ×

(2 n - 1 - 1) = 22 n - 1 - 2 n , 0的个数为 2 n - 1 - 1) ×(2 n - 1 - 1) +

(2 n - 1) ×(2 n - 1) = 22 n - 1 - 2 n + 1 ,0的个数比 1的个数刚好多

一个 ,故平衡.

由以上证明可知 ,当 u′( k)和 b′( k)满足 021平衡 , z ( k)

就满足 021平衡.

312　序列相关性的证明

一族相控序列可表示为

z = u + L t ( b) (4)

式中 : z表示 z ( k) ; u表示 u′( k) ; b表示 b′( k) ,0≤k < m2 - 1 ;

L t ( b)表示将序列 b向右循环移 t位 ,0≤t < m.取不同的 t 即

得到同族移位不等价的另一个相控序列 ,由于 t 有 m 个不同

值 ,故一族有 m个移位不等价的相控序列.

由 b′( k)的定义知其为周期为 m的级连 GMW序列 ,当 0

≤k < m2 - 1时由于 k = im + j , b′( k)的值也可写为 b′( j) ,令

τ= rm + s ,0≤r < m ,0≤s < m ,则

z ( k) = TrJ
12 { TrJ

2J
1

( ⋯( Trn
J

N - 1
(αi + e

j) ) r
N - 1 ⋯) r

1} + b′( j) (5)

z ( k +τ) = TrJ
12 { TrJ

2J
1

( ⋯( Trn
J

N - 1
(αi + r + e

j + s) ) r
N - 1 ⋯) r

1

+ b′( j + s + t) (6)

z ( k) + z ( k +τ) =Γ( k) + d ( j) (7)

其中 Γ( k) =Γ( im + j)

= TrJ
12 { TrJ

2J
1

( ⋯( Trn
J

N - 1
(αi + e

j) ) r
N - 1⋯) r

1}

　+ TrJ
12 { TrJ

2J
1

( ⋯( Trn
J

N - 1
(αi + r + e

j + s) ) r
N - 1⋯) r

1}

(8)

d ( j) = b′( j) + b′( j + s + t) (9)

则相关函数为 :

C(τ) = ∑
m

2
- 1

k =0

( - 1) z ( k) + z ( k +τ) = ∑
m

2
- 1

k =0

( - 1)Γ( k) + d ( j)

= ∑
m - 1

j =0
∑
m - 1

i =0

( - 1)Γ( k) + d ( j) (10)

∑
m - 1

i =0

( - 1)Γ( im + j)为两个级连 GMW序列相关.这两个序列为同

一级连 GMW序列 (移位等价) ,相位可能不同.

设两个向量 a1 和 a2 , a1 = ( b1 (0) , b1 (1) , ⋯, b1 ( m -

1) ) , a2 = ( b2 (0) , b2 (1) , ⋯, b2 ( m - 1) ) ,其中

　　b1 ( i1) = ( - 1) Tr
J1
2

{ Tr
J2
J1

( ⋯( Tr
n
J
N - 1

(αi1 + e
j) )

r
N - 1⋯) r1} (11)

　　b2 ( i1) = ( - 1) Tr
J1
2

{ Tr
J2
J1

( ⋯( Tr
n
J
N - 1

(αi1 + r + e
j + s) )

r
N - 1⋯) r1} (12)

0≤i1 < m ,则 a1 和 a2 的内积 ( a1 , a2)为 :当 i1 + ej ≠i1 + r +

ej + s ,即 r≠ej - ej + s时 , ( a1 , a2) = - 1 ;当 i1 + ej = i1 + r +

ej + s ,即 r = ej - ej + s时 , ( a1 , a2) = m - 1.为下面计算相关的

方便 ,在 a1和 a2后补加一个 1 ,有 a′1 = ( b1 (0) , b1 (1) , ⋯, b1

( m - 1) ,1) , a′2 = ( b2 (0) , b2 (1) , ⋯, b2 ( m - 1) ,1) ,则向量 a′1
和 a′2的内积 ( a′1 , a′2)为 :当 i1 + ej≠i1 + r + ej + s ,即 r≠ej -

ej + s时 , ( a′1 , a′2) = 0 ; i1 + ej = i1 + r + ej + s ,即 r = ej - ej + s ,

( a′1 , a′2) = m ;

由 a′1和 a′2的内积 ( a′1 , a′2)计算 a1和 a2的内积 ( a1 , a2)公

式为

( a1 , a2) = ( a′1 , a′2) - 1 (13)

即　∑
m - 1

i =0

( - 1)Γ( im + j) = ∑
m

i =0

( - 1)Γ( im + j) - 1 (14)
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在下面计算相关性时用到了这一点.

相关值的大小与 r和 ej - ej + s关系有关 ,由移位数列的性

质 ,当 s为变量 , j + s < m 时 , ( ej - ej + s)的值各不相同 , r最

多在 ( ej - ej + s)中出现一次 ;当 j + s ≥m 时 , ej + s = ej + s - m +

1 , ( ej - ej + s) = ( ej - ej + s - m - 1)的值也各不相同 , r最多在 ( ej

- ej + s - m - 1)中出现一次.当 0≤s < m ,0≤j < m ,设 N 为 r =

( ej - ej + s)的次数 ,有 N ∈{0 ,1 ,2} [8 ] .

31211　若τ= 0 mod m2

则Γ( k) = 0 ,

C (τ) = ∑
m

2
- 1

k =0

( - 1) d ( j) = ∑
m - 1

i =0
∑
m - 1

j =0

( - 1) d ( j) = m∑
m - 1

j =0

( - 1) d ( j)

(15)

又 d ( j) = b′( j) + b′( j + s + t) , b′( j)为级连 GMW序列 , b′( j

+ s + t)为同一级连 GMW序列的移位 ,τ= 0 mod m2 ,τ= rm

+ s ,则 s = 0.于是

若 t = 0 , C(0) = m2 ;若 t≠0 , C(0) = - m.

31212　若τ≠0 mod m2 ,

( a)若 d ( j) = 0 ,则

C(τ) = ∑
m

2
- 1

k =0

( - 1)Γ( k) = ∑
m - 1

j =0
∑
m - 1

i =0

( - 1)Γ( im + j)

= ∑
m - 1

j =0
∑
m

i =0

( - 1)Γ( im + j) - 1

= ∑
m - 1

j =0
∑
m

i =0

( - 1)Γ( im + j) - m

= N2 n - (2 n - 1) (16)

由于 N ∈{0 ,1 ,2} ,所以 C(τ) ∈{1 ,1±2 n} .

( b)若 d ( j) ≠0 ,则

C(τ) = ∑
m

2
- 1

k =0

( - 1)Γ( k) + d ( j) (17)

当 0≤j < 2 n - 1时序列 d ( j)取值为 2 n - 1 - 1个 0和 2 n - 1个 1.

又 N ∈{ 0 ,1 ,2} ,可得

C(τ) = ∑
m - 1

j =0
∑
m- 1

i =0

( - 1)Γ( im + j) + d ( j)

= ∑
m - 1

j =0

(∑
m - 1

i =0

( - 1)Γ( im + j)·δ( d ( j) )

+ ∑
m - 1

j =0
∑
m- 1

i =0

( - 1)Γ( im + j) + 1·δ( d ( j) - 1) (18)

上式中δ(·)为冲击函数.并设在 d ( j) = 1的 j的取值中有 N0

个使 ej = r + ej + s的 j的值 ,在 d ( j) = 0的 j的取值中有 N1 个

使 ej = r + ej + s的 j的值.由前可知 N0和 N1都属于集合{ 0 ,1 ,

2} .于是

C(τ) = ∑
m - 1

j =0

(∑
m

i =0

( - 1)Γ( im + j) - 1)δ( d ( j)

　+ ∑
m- 1

j =0

(∑
m

i =0

( - 1)Γ( im + j) + 1 - 1)·δ( d ( j) - 1)

= N02 n - (2 n - 1 - 1) - N12 n + 2 n - 1

= 1 + ( N0 - N1) 2 n (19)

又 N0 ∈{0 ,1 ,2} , N1∈{ 0 ,1 ,2} ,则 ( N0 - N1) ∈{ 0 , ±1 , ±2} ,

于是 C(τ) ∈{ 1 ,1±2 n ,1±2 n + 1} .证毕.

由以上证明可知 ,要生成相关性好的相控序列 ,要求的一

个必要条件是 u ( k)和 b′( k)相关性是最好的 (即异相自相关

为 - 1) ,如为 m 序列 , GMW ,级连 GMW序列满足上述自相关

条件 ,或其它满足此条件的序列 ;另一个必要条件是与相控序

列有关的移位数列.这两个必要条件构成生成相控序列的充

要条件.

313　序列线性复杂度的证明

由文献[8 ]知 ,当相控序列的定义为

z ( k) = u ( k) + b ( k) = Trn
2 (αi + e

j) + TrJ
2{ ( Trn

J (θβk) ) I} (20)

式中 : n 为偶数 ; J | n , J > 2 , m = 2 n - 1 ;α∈GF (2 n) ,β∈GF

(2 n) ;θ∈GF (2 n) ,且α和β为域 GF (2 n)上本原元θ不为

0. 1≤I < 2J - 1 ,gcd ( I ,2J - 1) = 1 , k = im + j ,

LS ( z) = deg( f ( xm) ) + deg( t ( x) ) (21)

上式中 f ( x)为生成序列 Trn
2 (αi + e

j)的多项式.式中 0≤i < 2 n

- 1 , j为定值 ,故 ej为定值.则此序列为一 m 序列 ,其线性复

杂度为 n ,有

deg( f ( xm) ) = mn = n (2 n - 1) (22)

t ( x) 为生成式 ( 1 ) 中 b ( k ) 的多项式 , b ( k ) = TrJ
2 { ( Trn

J

(θβk) ) I} ,0≤k < 2 n - 1. b ( k)为 GMW序列 ,其线性复杂度为

J ( n/ J ) H( I) , H( I)表示 I的汉明重.故

LS ( z) = n (2 n - 1) + J ( n/ J ) H( I) (23)

对改进后的相控序列 z ( k) ,仿文献[8 ] ,可证得

LS ( z) = deg( f ( xm) ) + deg( t ( x) ) (24)

上式中 f ( x) 为生成序列 TrJ
12 { TrJ

2J
1

( ⋯( Trn
J

N - 1
(αi + e

j ) ) r
N - 1

⋯) r
1}的多项式.式中 0≤i < 2 n - 1 , j为定值 ,故 ej为定值.此

序列为一级连 GMW序列 ,有 deg( f ( xm) ) = mLS ( f ( x) ) .

t ( x)为生成式 (2)中 b′( k)的多项式 ,

b′( k) = TrK
12 { TrK

2K
1

( ⋯( Trn

K
N - 1

(θαk) ) s
N - 1 ⋯) s

1} ,0≤k < 2 n - 1

(25)

b′( k)为级连 GMW序列 ,其线性复杂度为 LS ( t ( x) ) .故

LS ( z) = mLS ( f ( x) ) + LS ( t ( x) ) (26)

这里 f ( x)和 t ( x)为生成长为 2 n - 1的级连 GMW序列的多项

式 ,而改进前相控序列 f ( x)和 t ( x)为生成长为 2 n - 1的 m

序列的多项式.级连 GMW序列的线性复杂度比 m 序列的线

性复杂度大得多 ,故改进后的相控序列比改进前相控序列大

得多 ;级连 GMW序列的线性复杂度比 m序列的个数多得多 ,

故改进后的相控序列比改进前相控序列族的数目大得多.

314　一族序列个数的证明

由计算相控序列的相关性知 ,当 t ≠0时 ( t 为序列 b′( k)

的向右循环移位大小)有 R (τ) ≠m2 . t共有m个取值 ,故一族

有 m个移位不等价的序列.

4　改进后相控序列的生成实例

411　长为 3969的序列生成

根据文献[8 ]移位数列的求法求出所需移位数列{ ej} , 0

Φ j < 63.并令 u′( k) = Tr3
2 { ( Tr6

3 (αi + e
j) ) 3} , b′( k) = Tr3

2{ ( Tr6
3

(βi) ) 3} , k = im + j , m = 63 , GF (2)上生成扩域 GF (26)的本原
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多项式为 , x6 + x5 + x2 + x + 1 = 0 ,α和β为域 GF (26)上本原

多项式 ,这里 ,为简便 ,使α和β相同.可计算出长为 3969的

改进后的相控序列 ,一族有 63个移位不等价的序列 ,经验证 ,

其异相自相关和互相关为五值 ,属于集合{ 1 ,1±64 ,1±128} ,

每个序列中 0的个数为 1984 ,1的个数为 1985 ,序列平衡 ;又

根据梅西算法[12 ] ,求得每个序列的线性复杂度为 768.根据理

论计算的线性复杂度 ,63×12 + 12 = 768 (12为长为 63的 GMW

序列的线性复杂度 ,可由 GMW序列线性复杂度计算公式求

得) ,与实际计算吻合.

412　长为 16769025的序列生成

根据文献[8 ]移位数列的求法求出所需移位数列{ ej} , 0

Φ j < 4095.并令 u′( k) = Tr3
2{ ( Tr6

3 ( Tr12
6 (αi + e

j) ) 11) 3} , b′( k) =

Tr3
2{ ( Tr6

3 ( Tr12
6 (αi) ) 11) 3} , k = im + j , m = 4095 , GF(2)上生成扩

域 GF(212)的本原多项式为 , x12 + x7 + x4 + x3 + 1 = 0 ,α和β

为域 GF(212)上本原多项式 ,这里 ,为简便 ,使α和β相同.可

计算出长为 16769025的改进后的相控序列.一族有 4095个移

位不等价的序列 ,经验证 ,其异相自相关和互相关为五值 ,属

于集合{ 1 ,1±4096 ,1±8192} ;每个序列 0的个数为 8384512 ,1

的个数为 8384513 ,序列平衡 ;又根据梅西算法 ,求得每个序列

的线性复杂度为 884736 ,根据理论计算的线性复杂度为 216×

4095 + 216 = 884736 (216为长为 4095的级连 GMW序列的线性

复杂度 ,由梅西算法求得) ,与实际计算吻合.

5　结论

　　本文介绍了一种具有优良相关特性和平衡特性及极大线

性复杂度的伪随机序列 - 相控序列 ,并提出了对相控序列的

改进方案.改进后的相控序列线性复杂度和族数是改进前相

控序列线性复杂度和族数的几倍至几十倍 ,而改进前后的相

关性和平衡性不变.实际上这种改进还可以进一步推广到将

增广 GMW ( Generalized GMW Sequence) 序列代替文中级连

GMW序列.与其它伪随机序列相比 ,相控序列具有序列平衡

和线性复杂度极大这两大优势 ,它的线性复杂度比现在所知

的具有很大线性复杂度的 No序列还大 ,这使它在军用抗干扰

通信中具有很强的应用前景.相控序列每个序列都是平衡的 ,

不象 Gold序列 ,需要搜索平衡码.和 Bent序列相比 ,也互有长

短 ,它的相关性比 Bent 序列的相关性要差 ,但在序列长度可

选性上比 Bent序列优.
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